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Вычислению и оценкам производных функции оптимального значения в параметри-
ческих задачах математического программирования посвящена обширная литература 
[1,2]. Данная статья рассматривает вычисление производных второго порядка функции 
оптимального значения в задаче математического программирования. 
Пусть f(x, y), hi (x, y) i = 1,…, p – дважды непрерывно дифференцируемые функции из 
n mR R×  в R . Рассмотрим задачу Р(х) минимизации по переменной y функции f(x, y) на 
множестве  
{ }( ) : ( , ) 0m iF x y R h x y i I= ∈ ≤ ∈ , 
где х nR∈  – вектор параметров, I = {1, …, p} .  
Будем предполагать, что многозначное отображение F(x) при всех х принимает непус-
тые значения и равномерно ограничено в окрестности точки х0. 
Обозначим через φ(х) функцию оптимального значения (т.е. минимальное по y на 
множестве F(x) значение целевой функции f(x,y)) и через ω(х) множество оптимальных 
решений задачи P(х). 
Пусть )},({inf),( yxCx
Cy
ρρ
∈
= , В – открытый единичный шар с центром в 0 в соответст-
вующем пространстве.  
Определение 1. Будем говорить, что задача Р(х0) R-регулярна, если найдутся числа 
α>0, δ1>0, δ2>0 такие, что 
{ }( , ( )) max 0, ( , )iy F x h x y i Iρ α≤ ∈  
для всех 0 1x x Bδ∈ + , 0 2y y Bδ∈ + , 0 0( ).y xω∈  
Пусть 0 0 0( , ), ( , )z x y z x y= = .  
Для задачи Р(х) введем функцию Лагранжа 
( , ) ( ) , ( )L z f z h zλ λ= + 〈 〉 , где ),...,( 1 pλλλ = , ),...,( 1 phhh = . 
Обозначим через 
{( ) R | ( , ) 0, 0p x iz L zλ λ λΛ = ∈ ∇ = ≥  и }( ) 0,i ih z i Iλ = ∈  
множество множителей Лагранжа в точке z = (x,y). 
В [1,2] получен ряд достаточных условий, при которых в R-регулярных задачах мате-
матического программирования Р(х0) существуют производные 0( ; )x xϕ′  функции φ в 
точке х0 по направлениям x . В частности, доказано существование 0( ; )x xϕ′  в задаче с 
линейными по переменной у функциями hi(x, y) i = 1, … , p и получена формула 
 
0 0 0
0 0( ) ( )
( ; ) inf max ( , ),
ω λ
ϕ λ
∈ ∈Λ
′ = 〈∇ 〉xy x zx x L z x  
для вычисления причем этой производной. 
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В то же время для изучения функции оптимального значения представляют интерес и 
вторые ее производные по направлениям. 
Положим ( , )z x y=  и в точке 0 0 0( , )z x y grω= ∈  введем множества 
( ) { | ( ) 0}iI z i I h z= ∈ = , 
{ }0 0 0( ; ) | ( ), 0 ( )n iz x y R h z z i I zΓ = ∈ 〈∇ 〉 ≤ ∈ , 
{
0
2
0 0 0 0( )
( ; ) ( ) | ( , ), max ( , ), }x x
z
z x z L z x L z x
λ
λ λ λ
∈Λ
Λ = ∈ Λ 〈∇ 〉 = 〈∇ 〉 . 
Определим производную второго порядка функции φ в точке xo по направлениям 
1 2,x x  как                
2
0 1 2 0 1 2 0 0 120
2( ; , ) lim ( ( ) ( ) ( ; ))
t
x x x x tx t x x t x x
t
ϕ ϕ ϕ ϕ
↓
′′ ′= + + − − . 
В [1,2] показано, что существование 0 1 2( ; , )x x xϕ′′  обеспечивают условия R-
регулярностью задачи (или более жесткими условиями) и дополнительным требованием 
выполнения сильного достаточного условия второго порядка 
2
0 1
2
0
( ; )
sup , ( , ) > 0yy
z x
y L z y
λ
λ
∈Λ
〈 ∇ 〉  
для всех ненулевых { }0 0 0( ) ( ;0) | ( ), 0yy D z y z f z y∈ = ∈Γ 〈∇ 〉 ≤ . 
Очевидно, такое условие никогда не выполняется в параметрических задачах мате-
матического программирования, где функции f(x, y), hi (x, y) i = 1, … , p линейны по пере-
менной у. Покажем, что тем не менее производные второго порядка функции оптималь-
ного значения существуют в этом случае даже без каких-либо значительных дополни-
тельных предположений. 
Теорема. Пусть в R-регулярной задаче Р(х0) функции f(x,y), hi(x, y) i = 1,…, p линейны 
по переменной у и их вторые производные локально липшицевы. Тогда в точке 0x  суще-
ствует производная второго порядка функции φ по всем направлениям 1 2,x x , причем  
2
0 0 1 0 1 0 1
2
0 1 2 0 2 1 0 1( ) ( ; ) ( ; )
( ; , ) inf inf max { 2 ( , ), , ( , ) },
xy x y z x z x
x x x L z x z L z z
ω λ
ϕ λ λ
∈ ∈Γ ∈Λ
′′ = 〈 ∇ 〉 + 〈 ∇ 〉  
где 1 1 1( , ).z x y=  
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В работе рассматривается дифференциальное уравнение второго порядка типа Риккати 
0)()()')(()'3'')(( 322130 =++++++ xayxayyxayyyyxa    (1) 
и система Лотке – Вольтера вида [1] 
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